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基于构造作图与基于约束求解作图方法的比较
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要!基于构造的作图方式是被广泛应用的动态几何软件所使用的作图方式$其优点是作图功能丰富$但限于

基于构造的这种作图方式使其作图方式不够自然$智能性不够&而基于约束求解的作图方式可以克服这些问题$

但限于约束求解算法的复杂性$对于某些作图功能如迭代等还有待完善%因此$开发将基于构造作图和基于约

束求解作图相结合的动态几何软件将大大提高作图软件的智能性$提高其应用的广泛性%
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中图分类号!

=S#A%?&%

&

E%D

!!!!

文献标志码!

F

!!!

文章编号!

%"B%CDBAD

!

!$%&

#

$#C$%AAC$B

P"0

2

+'+&#?.'.%.+'6>"(6"(%&'/6&#"(31+%.!!'+,#(

)

+(!

6"(%&'+#(&31+%.!!'+,#(

)

&

Q+%.!"(6"0

2

+'#%"(+0"(

)

RKS

"

KKS+(!

)

."0.&'

8

.4

2

'.%%#"(

KGH@e3,(O3,

%

$

!

!

%?:;0((-(.:;31+;17

$

/01

2

3,+

4

5+361*738

9

(.:;31+;1,+<=1;0+(-(

49

$

G,+

4

J0()#%$$!#

$

K03+,

&

!?@,83(+,-H+

4

3+11*3+

4

Z171,*;0K1+81*g(*HC]1,*+3+

4

$

K1+8*,-K03+,@(*L,-5+361*738

9

$

f)0,+&#$$BA

$

K03+,

#

$1%&'+6&

'

=01<

9

+,L3;

4

1(L18*

9

7(.8I,*1

$

7);0,7U:S,+<::S,*1M,71<(+;(+78*);83(+

<*,I3+

4

I380*3;0,+<

N

(I1*.)-<*,I3+

4

.)+;83(+7?R)8801;(+78*);83(+CM,71<<*,I3+

4

0,7

7(L1<1.1;87,+<37+(8+,8)*,-?F-80()

4

0801;(+78*,3+8CM,71<<*,I3+

4

;,+7(-6180171

N

*(M-1L7

$

38;,++(87(-617(L1<*,I3+

4N

*(M-1L77);0,7381*,83(+

N

*(M-1L7-3L381<(+801

;(L

N

-1O38

9

(.801,-

4

(*380L?:(801<

9

+,L3;

4

1(L18*

9

7(.8I,*1 I380;(+78*);83(+CM,71<

<*,I3+

4

,+<;(+78*,3+8CM,71<<*,I3+

4

;,+

4

*1,8-

9

3L

N

*(618013+81--3

4

1+;1,+<,

NN

-3;,M3-38

9

?

7.

8

,"'!%

'

;(+78*);83(+CM,71<<*,I3+

4

&

;(+78*,3+8CM,71<<*,I3+

4

&

<

9

+,L3;

4

1(L18*

9



随着信息技术的不断发展$各种动态几何软件的功能变得越来越强大$利用动态几何软件作图进行

课堂教学/科学研究等已经变得越来越普遍%由于数学学科在基础教育知识体系中的重要性$国内外针

对数学学科的教学需求开发的动态几何软件有
&$

多种$其中比较著名的有'几何画板!

=01U1(L18*
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(

T

)等%这些动态几何软件提供给用户丰富多彩的作图功能$用户利用系统所提供的几何变

换/迭代/几何量的测量/几何图元的跟踪!包括轨迹生成#/动画等功能$可完成许多复杂且优美的几何图

形$在几何图元的动态变化过程$用户通过观察可进行几何命题的探讨/学习%

9

!

基于构造作图与基于约束求解作图方法比较

9?9

!

基于构造作图

基于构造的作图方式是指用户需根据已经存在的几何对象来创建新的几何对象$在创建新的几何对

象之初$用户必须清楚该几何对象与已经存在的几何对象是否存在约束关系$并就此准确地逐步地完成

几何对象的构造%当几何对象的构造完成后$几何对象之间的约束关系随之建立$用户无法再重新修改

几何对象间的约束关系$也无法对互相独立的几何图元之间增加约束关系%

基于构造的作图方式的主要优点是作图功能丰富/动画功能强大等&主要缺点是用户需要具备一定

的几何背景知识和一定的作图技巧才能完成一些基本的几何图形的构造$并且对已经存在的几何对象之

间无法添加/无法修改约束关系%

几何画板和超级画板等基于构造作图的动态几何软件都提供包含迭代在内的多种几何变换功能$利

用这样的作图功能$可以构造蕴含着丰富的数学思想又非常优美的几何图形$如图
%

所示的几个著名的

迭代图%

图
9

!

迭代图
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c81*,8361
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N

0

几何画板和超级画板还提供丰富的点的跟踪/动画/轨迹等功能$可跟踪绘制点的轨迹/直线的轨迹/

圆锥曲线的轨迹等&提供包括单点驱动/多点驱动/参数驱动等在内的多种驱动方式的轨迹%

图
:

!

多点驱动的点的轨迹

C#

)

D:

!

](;)7(.
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(3+87

如利用超级画板可制作如图
!

所示的点的轨

迹$其中点
C

是线段
2-

的中点$当点
2

/

-

分别在

其父圆上同时运动$在相同的时间内完成一周运动$

点
C

的轨迹为图
!

左图所示&如果点
-

在圆
+

上运

动
%$

周$同时点
2

在圆
@

上运动
%

周$点
C

的轨迹

如图
!

右图所示$当用户选择轨迹曲线的不同填充

方式时$可形成漂亮的万花筒&用户可用鼠标右键单击轨迹$得到轨迹的属性对话框$如图
#

所示%在轨

迹属性页面$用户可修改主动点的运动范围和周期比$从而得到不同的图形轨迹%

但是$对于一些基本的几何对象的构造$用户却需要一定的构造技巧和几何知识背景才能完成$如利

用几何画板构造一个等边三角形$需按如下步骤完成'

%

#选择 $构造线段
+?

&

!

#选择 $构造以
+

为圆心/

?

为圆上一点的圆&

$$!
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#

#选择 $构造以
?

为圆心/

+

为圆上一点的圆&

&

#选择 $在圆
+

和圆
?

高亮显示时$按下鼠标构造圆
+

和圆
?

的交点
@

&

T

#选择 $构造三角形
+?@

%

图
;

!

轨迹属性
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除了上述作图步骤之外$不同的使用者根据不同的几何性质可以使用不同的作图步骤完成等边三角

形的构造$如果用户需要构造其他正多边形$则需要更多的技巧和一定的知识背景才能完成%鉴于此超

级画板在几何画板的基础上增加了一些常用图形的一键构造功能$如正方形/等边三角形等一些常见的

多边形/线段的比例点/圆锥曲线及其特征点等$用户可选择待构造几何对象的父对象$再选择相应的作

图命令一键完成几何对象的构造%如上述等边三角形的构造$利用超级画板仅需下面几步可完成'

图
@

!

等边三角形的构造过程
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)

D@
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%

#在智能画笔状态下$画线段
+?

&

!

#在选择状态下$选择点
+

/

?

$选择菜单项作

图
-

常见多边形
-

等边三角形构造三角形
+?@

$如

图
&

所示$系统自动添加点
@

和线段
+@

/

?@

%

利用上述步骤大大地减少了作图步骤$提高了

作图的智能性$但缺点是仅能构造系统所提供的有

限的几种常用图形$如要求利用椭圆的定义构造椭圆$使用者仍需要相当的作图技巧和知识背景%

9B:

!

基于约束作图

基于约束求解的作图方式是指在用户构造新的几何对象时$不需要完全准确地建立与已经存在的几

何对象之间的约束关系$当新的几何对象构造完成后$再依次选择需要建立约束关系的几何对象$选择所

需要的约束关系$系统通过约束求解算法完成几何图元的调整工作$使得几何图元之间满足所要求的约

束关系%

利用基于约束求解的作图方式$可使动态几何软件的操作性变得更自然$更符合人的使用习惯%例

如上文中所提到的等边三角形的构造$利用
U1(L18*

9
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N
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$用户可按如下步骤来完成'

%

#选择构造线段$依次绘制线段
+?

/

?@

/

+@

&

!

#依次选择线段
+@

/

+?

$选择*线段长度相等+约束 $使
+@V+?

&

#

#依次选择线段
?@

/

+?

$选择*线段长度相等+约束 $使
?@V+?

&

%$!
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当前的三角形
+?@

即为等边三角形$利用上述步骤构造等边三角形$用户不需要任何背景知识和作

图技巧$正方形等其他正多边形可用类似的步骤完成%

另外$基于约束求解的作图方式可完成某些参数约束求解问题$这类问题是基于构造作图的动态几

何软件无法完成或者需要使用者非常复杂的作图技巧才能完成的%例如构造一个边长分别为参数
8

/

H

/

#

的三角形$用户可通过观察
8

/

H

/

#

值的变化来观察三角形形状的变化$以及三角形的存在条件%

但是$基于约束求解的作图方式鉴于其算法的复杂性$它对于某些构造作图的功能却无法完成$例如

迭代$例如多点驱动的点的轨迹等%

9B;

!

智能画笔作图

图
B

!

智能画笔示意图
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DB

!
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N
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1+

超级画板提供了一种结合了基于构造作图和基

于约束作图
!

种方式的作图方法'智能画笔作图%

智能画笔作图方法是指单击鼠标作点/单击鼠标后

拖动至某位置后再松开鼠标作线段/双击鼠标后拖

动至某位置后松开鼠标作圆!已知圆心和圆上一点

的圆#&在鼠标移动过程中$如果当前拟绘制的几

何对象!点/线/圆#和已存在的几何对象存在某种约束关系$如是某线段的中点/是某些几何对象之间

的交点/与某已知直线平行/与某已知圆相切等$当鼠标移动至相应位置时$则高亮显示这些几何对

象$如果在此位置单击鼠标或松开鼠标$则所构造的几何对象与已存在的几何对象间保持该约束关

系$如图
T

所示%

智能画笔作图可以提高动态作图系统的智能性/操作性$用户为构造满足某几何约束关系的几何对

象时$不必不断地在菜单项中寻找相应的作图命令$超级画板利用智能画笔可完成
!$

多种满足一定几何

约束关系的几何对象$大大地提高了作图效率%智能画笔作图将基于约束的作图与基于构造的作图方式

作了一定的结合$但与基于构造作图所构造的几何对象一样$一旦完成了几何对象的构造$几何对象之间

的约束关系将无法修改%

:

!

实
!

例

如何高效地利用不同的动态几何软件完成同一几何问题的作图$使得所作图形不仅美观而且能够更

加简洁/更加直观地展现几何图形之间的关系$能够更好地利用动态性来研究几何图形变化过程中几何

图形之间所蕴含的几何性质%如何构造这样的几何图形与动态几何软件所提供的功能$以及用户的几何

背景知识和软件熟悉程度/作图技巧是息息相关的%使用基于构造的作图方式的动态几何软件来完成某

个问题的作图$一直以来都是广大一线中学数学教师和几何爱好者所研究的内容之一%而基于约束求解

作图的动态几何软件则对使用者的作图技巧和几何知识背景要求没有这么高%

上文已经讨论了基于构造作图和基于约束作图的不同之处$比较了
!

种作图方式的优缺点$现就*椭

圆的构造+的作图/*三角形的内切圆+和*勾股定理的学习+这
#

个实例来作进一步具体的比较%

:B9

!

'椭圆的构造(的作图对比

使用几何画板或超级画板基于构造的作图方法来完成*椭圆的构造+的作图有很多方法$在文献(

"

)

中分别基于椭圆的
&

种不同定义方法罗列了
&

种作法$文献(

B

)中基于*到两定点的距离之和!差#为定值

的点的轨迹为椭圆!双曲线#+的定义方法给出了一种作法%基于同一个定义不同的使用者可以给出很多

不同的作法$例如文献(

!

)中给出的作法仅需要
&

步$并且很容易推广到双曲线!作法
%

#&在文献(

%

)中同

样基于*到两定点的距离之和为定值的点的轨迹为椭圆+给出的作图方法需要
D

步完成!作法
!

#&不同的

用户的几何水平不同/软件操作熟悉程度不同导致同一个问题会有复杂程度相差很多的作法$现就作

法
%

与基于约束求解作图方法!作法
#

#作对比%

*椭圆的构造+作法
%

'

!$!
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%

#利用智能画笔$作以点
+

为圆心过点
?

的圆&

!

#连接
+?

$其上作点
@

$圆上作点
5

$连接
@5

/

+5

&

#

#作
@5

的中点
2

&

&

#过
2

作
@5

的垂线交
+5

于
-

%

图
E

!

*椭圆的构造+作法
%

示意图

C#

)

DE

!

:Q18;0L,

N

(.<*,I3+

4

L180(<%.(*

*

;(+78*);83(+(.1--3

N

71

+

由于
@-V5-

$而
+-X@-V+-X5-V+5V/V+?

%所

以$当
5

在圆
+

上运动时$点
-

的运动轨迹为椭圆$如图
"

所示%

使用具备参数约束求解功能的基于约束求解作图方式的

U1(L18*

9

HO

N

*1773(+

来完成*椭圆的构造+的作图$利用上文中

所提到的*到两定点的距离之和为定值的点的轨迹为椭圆+的定

义方法可通过下述步骤完成%

*椭圆的构造+作法
#

'

%

#作线段
+?

/

+@

/

?@

&

!

#约束线段
+?

的长度为
8

$并锁定为
T

!以此为例$可用其

他值#$约束线段
+@

的长度为
H

$约束
?@

的长度为
#YH

$并锁

定变量
#

为
A

&

#

#设定参数
H

的变化范围为#Y8

!

(

H

(

#X8

!

&

图
F

!

*椭圆的构造+作法
#

的示意图

C#

)

DF

!

:Q18;0L,

N

(.<*,I3+

4

L180(<#.(*

*

;(+78*);83(+(.1--3

N

71

+

&

#选定点
@

以
+?

为对称轴$作对称点
@P

&

T

#以参数
H

作驱动参数$在#Y8

!

$

#X8

( )

!

范围

内作点
@

和点
@P

的轨迹$得到如图
B

所示的椭圆%

从上述作图方法可以看出$利用基于约

束求解作图方式完成*椭圆的构造+$用户不

需要任何软件的使用技巧$其作图步骤完全

可从定义出发$两定点为
+

/

?

&

+@X?@

为

定值
#

&当
+@

在一定范围内变化时$点
@

的

轨迹为
+@X?@V#

的点的轨迹%当用户修

改
8

/

H

/

#

的值为非初始值时$可观察点
@

的

轨迹的变化情况$包括退化情况$从而进行一

定的研究性学习%

:B:

!

'三角形的内切圆(的作图对比

要完成*三角形的内切圆+的构造$使用几何画板和超级画板的用户必须具备通过分析*三角形的内

切圆与三边相切$因此$圆心到三边距离相等+这一知识点$然后得到*三角形的内切圆的圆心是三角形两

角的角平分线的交点+的结论%可以通过下述步骤完成*三角形内切圆+的构造%

*三角形的内切圆+作法
%

'

%

#构造三角形
+?@

&

!

#依次选择点
+

/

?

/

@

$作
@

+?@

的角平分线
T%

&同样的方法作
@

?+@

的角平分线
T!

&

#

#选择
T%

和
T!

$作交点
$

&

&

#依次选择点
$

和线段
?@

$作过点
$

与
?@

垂直的直线$交点为
,

&

T

#依次选择点
$

和点
,

$作*已知圆心和圆上一点的圆+%

三角形内切圆的构造图如图
D

左图所示$可隐藏角平分线和垂线等使所作几何图形更加美观和简

介$如图
D

右图所示%

#$!
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图
G

!

*三角形的内切圆+作法
%

示意图

C#

)

DG

!

:Q18;0L,

N

(.<*,I3+

4

L180(<%.(*

3+7;*3M1<;3*;-1(.8*3,+

4

-1

如果使用基于约束求解作图方式的
U1(L18*

9

HO

N

*1773(+

来完成三角形内切圆的作图$用户不需要掌

握三角形内切圆的性质$只需要通过构造草图$添加约

束$系统通过约束求解来完成作图$具体作图步骤

如下%

*三角形的内切圆+作法
!

'

%

#构造三角形
+?@

&

!

#在三角形内部构造圆
5

&

#

#依次选择圆
5

和线段
+?

$选择约束*圆与直线相切+$完成圆
5

与
+?

的相切&使用相同的方法完

成圆
5

与线段
?@

和线段
+@

的相切%

上述约束求解作图过程中几何图形之间的变化过程如图
A

所示%

图
H

!

*三角形的内切圆+作法
!

示意图

C#

)

DH

!

:Q18;0L,

N

(.<*,I3+

4

L180(<!.(*3+7;*3M1<;3*;-1(.8*3,+

4

-1

+

U1(L18*

9

HO

N

*1773(+

软件是基于代数方法的约束求解技术$因此$用户可选择点
5

查看其坐标$如

图
%$

所示$在此表达式中所涉及的各参数在图形中有标注显示%通过图
%$

可发现该点的坐标的代数表

示非常复杂$涉及角度/向量/长度等$用户无法轻松地从此式中发现点
5

所满足的几何特征$很难作进

一步的研究性学习%

U

$

!

A

R

$

V

$
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%
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$
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$
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!
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%

!

Y!R

$
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%

;(7

!
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%槡 #
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%
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!
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!
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!
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%槡 #
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=

$
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%

=

$
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$
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$

!
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%

!

Y!R

$

R

%

;(7

!

)

$

Y

)

%槡 #

XR

$

R

%
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!

)

$

#

XR

$

R

%

73+

!

)

%

#

R

$

XR

%

X R

$

!

XR

%

!

Y!R

$

R

%

;(7

!

)

$

Y

)

%槡
#

#

图
9I

!

点
5

的坐标的代数表达式

C#

)

D9I

!

F-

4

1M*,3;1O

N

*1773(+.(*;((*<3+,81(.

N

(3+85

:?;

!

'勾股定理的学习(作图对比

*勾股定理+是中学几何中一节重要的学习内容$教师如何利用动态几何软件来直观地动态地展现直

角三角形的*

)

!

X.

!

V/

!

+这一性质$也就是勾股定理的证明需要颇费心思%文献(

D

)中利用面积法/裁剪

法/赵爽弦图等方法构造了如图
%%

所示的一些几何图形来展示和证明勾股定理&文献(

A

)中利用面积法

和验证法对比了使用不同的动态几何软件构造直角三角形的方法和步骤%

图
99

!

勾股定理的证明

C#

)

D99

!

S*((.

4

*,

N

07.(*S

9

80,

4

(*1,+=01(*1L

&$!
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图
9:

!

*勾股定理的学习+图形

C#

)

D9:

!

:8)<

9

(.S

9

80,

4

(*1,+=01(*1L

如果用户欲构造边长为*

#8

/

&8

/

T8

+的三角形$

当参数
8

变化时$通过观察三角形形状/测量三角形

的角度来体验和观察直角三角形的性质$上述作法

都无法完成%如果使用
U1(L18*

9

HO

N

*1773(+

软件

来作上述操作$可通过如下步骤完成'

%

#构造任意三角形
+?@

&

!

#选择线段
+?

$约束其长度为
T8

$类似操作约

束
?@V&8

$

+@V#8

%

当
8

在一定范围内变化时$用户可发现三角形

三边保持一定的比例关系从小到大变化$而
W

$

始终

等于&

!

!图
%!

#%

;

!

结
!

语

基于构造作图方式相较基于约束求解作图方式的优点是作图功能更丰富$例如迭代功能/多点驱动

的图元的轨迹等&其不足之处在于用户需要具备一定的几何背景知识和作图技巧才能完成某些作图问

题$且一旦完成几何对象的构造$几何对象之间的约束关系无法修改$并且对涉及参数约束求解的问题无

法完成%而基于约束求解作图方式相较基于构造作图方式更加自然$更加符合人的作图习惯$可解决包

括参数约束求解的作图问题%因此$如果能够开发
!

种作图方式相结合的动态几何软件$将使动态几何

作图的智能性更高$解决问题更广泛$应用性更强%
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