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要!对多元微积分中比较容易混淆的地方$比如极值和最值/可微性和方向导数/累次极限和极限的相关方

面进行了进一步澄清$给出了这些方面的反例$并进行了较详细的分析%
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在微积分中$有不少地方是学生容易误解或较难理解的$比如多元函数中的可微与方向导数关系/累

次极限与极限的区别等%反例可以使学生比较直接地发现其中的区别与联系$进而更好地理解这些内

容%所以$反例教学是微积分教学中很有效的一种方式%在这方面有不少书籍可以参考$比如文献(

%

)$

里面收集了很多经典的反例&此外还有很多参考文献$如文献(

!

)/文献(

#

)和文献(

&

)%本研究又构造了

几个新的反例$希望有助于解决这方面的一些难点%
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!

极值和最值

二元!多元#函数的极值问题是微积分教学中偏导数的一个很好的应用%通常来说$连续函数只有在

有界闭域中才能保证有最值$见文献(

TC"

)%但全平面上的二次多项式是个例外'本质上这是由于它总可



以!通过坐标变换#写成完全平方的和或差的形式!至多差个常数项#$所以它总是只有一个驻点&一旦此

驻点是局部极小!大#值$那它必然是整体最小!大#值%可能有学生会问'如果一个全平面上的光滑函数$

只有一个驻点且是局部极值点$那它是否一定是最值点$就像是二次多项式的例子一样4 这个问题提得

好$但答案是否定的$请看下例'
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不是最小值点%

如果仔细分析上面的例子$产生这种情况的根本原因是
!

个偏导数可以不同时为
$

$造成了只有唯

一驻点却不是最值的情况%而这种现象在一元函数里是不会出现的$因为这时只有一个方向的导数%更

确切地说$整个实轴上定义的一元可微函数$如果它只有一个驻点$且是局部极小!大#值点$那它必然也

是整体的最小!大#值点$这是一元微积分和多元微积分中一个显著的差别%
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多元函数的极限和累次极限

在多元微积分里$给定一个函数
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和其定义域中的一点
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其值和路径有关$所以

-3L

!

<

$

M

#

-

!

$

$

$

#

Y

!

<

$

M

#不存在$

不过$明显地$

Y

!

<

$

M

#沿着
<!

方向和
M

!

方向的累次极限都存在且相等$

-3L

<

-

$

!

-3L

M

-

$

Y

!

<

$

M

##

V-3L

M

-

$

!

-3L

<

-

$

Y

!

<

$

M

##

V$

%

反过来自然可以问'如果一个二元函数$它在一点处的极限存在$那是否就保证在该点处的累次极限

存在且相等呢4 似乎上面的例子给人们一个错觉'多元函数在一点处极限存在是比在该点处累次极限存

在更强的条件%事实上$这是不对的$即使一个多元函数在一点处极限存在$也不能保证在该点处累次极

限存在$且看下面的反例%
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因此$从某种意义上说$二元函数的极限和累次极限是不同的概念%这里虽然只举了二元函数的例

子$但明显地可以平凡地推广到多元函数%这方面在文献(
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)中也可以找到类似的例子%
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多元函数的可微与方向导数

在多元微积分里面$函数在一点处可微与其在该点处的偏导数有密切的联系%比如函数在一点的邻

域内有
<

和
M

方向的偏导数$且偏导数在该点处连续$那么该函数在该点处可微&反之$不一定成立%一

般的数学分析教程里$如文献(

"

)$都有证明和反例%

由于在一元微积分里$函数在一点处可微和其在一点处可导是等价的&而多元函数中有无穷多个方

向导数$学生自然会问'
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个偏导数的条件太弱了&那一点处可微和一点处各个方向的方向导数都存在$

是不是也等价呢4 这也是一个很容易犯错误的地方%在给出反例之前$先看一个引理'
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证明!此引理的证明在一般数学分析教材里都能找到$为了完整起见$这里简单地重复一下%由一点
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从这个引理可以看到$一点处可微蕴含着在该点处各个方向的方向导数都存在$但反过来不对$如

下例%

定义新的二元函数
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可知$
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在原点的不可微性也可以直接从定义看出来#%

从引理
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和例子可以看到$对于多元函数来说$一点处可微是比一点处各个方向的方向导数都存在

更强的条件%粗略地说$一点处可微描述的是函数在该点处整体的光滑性$而方向导数只刻画函数在该

点处局部!一个方向#的光滑性%所以$前者应该是强于后者的条件%

参考文献!

(

%

)

!

汪林
?

数学分析中的问题和反例(

\

)

?

昆明'云南科学技术出版社$

%AA$?

(

!

)

!

杜春雨
?

高等数学中反例的研究(

'

)

?

高等数学研究$

!$$D

$

%%

!

T

#'

!"C!D?

(

#

)

!

方倩珊
?

高等数学教学中的反例(

'

)

?

高等数学研究$

!$%!

$

%T

!

!

#'

&BCT%?

(

&

)

!

王涛
?

于艳华
?

高等数学中反例教学研究(

'

)

?

华北科技学院学报$

!$%%

$

D

!

#

#

?ATCAB?

(

T

)

!

g3++1

9

Z]

$

f13*\^

$

U3(*<,+(gZ?

托马斯微积分(

\

)

?

叶其孝$王耀东$唐兢$译
?%$

版
?

北京'高等教育出版社$

!$$#

'

ATACAB$?

(

"

)

!

常庚哲$史济怀
?

数学分析教程(

\

)

?

北京'高等教育出版社$

!$$#?

T#!

第
#

期 殷炜栋'微积分教学中的反例




