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纤维丛全空间的Wall阻碍
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(杭州应用工程技术学院 基础部 � 杭州 310012)

摘 � 要 � 如果 X 是一个被有限CW 复形控制的拓扑空间, F 连通且H * ( F : Z )无挠,本文

利用Wall阻碍和Whitehead挠的关系以及纤维丛全空间与底空间的Whitehead torsion间的

关系证明了以 F 为纤维型的纤维丛 p : �X � X 全空间和底空间的Wall阻碍满足关系:

p * w( �X )=  (- 1) i�i* w (X ) .

关键词 � Wall阻碍 � Whitehead挠 � 纤维丛

中图分类号 � O189. 2

设 X 是一个拓扑空间.说X 被有限地控制(见[ 1] , [ 2] 等) ,若存在一个有限的 CW复形K 及映

射 d: K � X , u: X � K 使得 du 同伦于IdX .若 p : �X � X 是以F 为纤维型的纤维丛,本文要解决以

下问题: �X 的Wall阻碍w ( �X ) 和X 的Wall阻碍 w (X ) 的关系如何?文中证明了定理A (文中 Z为整

数环) .

定理A � 条件如上, F是连通的且H* ( F; Z) 无挠. 则 �1( X ) 在H i ( F ; Z) 上的作用诱导了一个

自同态 �i * : �K 0( X ) � �K 0( X ) 同时有

p * w ( �X ) =  
i

(- 1) i�i* w (X )

其中 �K 0( �X )和 �K 0( X ) 分别表示 �K 0( Z�1( �X ) )和 �K 0( Z�1( X ) ) , p * : �K 0( �X ) � �K 0( X ) 为由 p * : �1( �X )

� �1( X ) 诱导的同态.

1 � 准备

引理 1 � 设 p : �A � A, q : �B � B都是以F为纤维型的纤维丛, � : �A � �B 为丛映射,  : A � B为

映射,且 q� =  p .则存在映射 g : M� � M  使其成为以F 为纤维型的纤维丛.这里 Mf 表示映射柱

(即如果 f 为A 到B 的映射,则 Mf 为A ! [ 0, 1] 中的( x , 1) 等同于 B 中f ( x ) 所得的商空间) .

证明 � 作映射 g1: �A ! I � �B� A ! I �B � ( I 为[ 0, 1] ) 使得

g 1( y ) =
( p ( �a) , t ) � y = ( �a, t ) ∀ �A ! I

q ( �y ) � � y ∀ �B
在 M� 中 � ( �a , 1) ~ � ( �a )



在 M 中 � ( a, 1) ~  ( a)

若 g : M� � M 是由g1 诱导的,则它是良定的且必连续.

考察 �A 1 = { ( a, �b) ∀ A ! �B |  ( a) = q ( �b ) } =  *
( �B ) 是 �B 的拉回.显然, �A 1和 �A 是等价丛

(见文献[ 3] p . 48) .设 h: �A � �A 1为此等价丛映射且 � = � 1h ,则 h为同胚,其中 � 1: �A 1 � �B , � 1( a ,

�b ) = �b. 设 p 1: �A 1 � A , p 1( a, �b ) = a ,显然它是一个丛映射满足 p 1h = p .如果{ Ui , !i } 和{ Vj , ∀j } 分

别是 A 和B 关于p 和 q 的坐标邻域,则 A 关于 p 1的坐标邻域为{ Ui , h!i } . 对于 b ∀ Vj 和  a ∀

 
- 1
( b ) ,取 Va为  

- 1
( Vj ) 中含 a且存在 i 使得Va ! Ui之开集,即 Va也是a的一个坐标邻域.因此

p
- 1
1 ( Va ) ! ( ph

- 1
)
- 1
( Va ) = hp

- 1
( Va) ! hp

- 1
 
- 1
( Vj ) = h� - 1

q
- 1
( Vj ) = � - 1

1 q
- 1
( Vj )

即 � 1p
- 1
1 ( Va) ! q

- 1
( Vj ) . 于是可作映射:

!#a: Va ! F � p
- 1
1 ( Va )

( x , y ) � ( x , ∀j (  ( x ) , y ) ) = ( x , ∀j ,  ( x ) ( y ) )

易证 !#a 是一个同胚(见文献[ 3] 10. 2节第 47 - 48页) ,故{ Va , !#a } 是 A 的坐标邻域.

作同胚: !∃a : Va ! F � p
- 1
( Va ) 使得 !∃a = h

- 1 !#a ,因为

� !∃a( x , y ) = � 1hh
- 1!#a( x , y ) = � !#a ( x , y ) = ∀j (  ( x ) , y )

所以

� !∃a = ∀j (  ! Id ) (1)

假设 0 < #< 1,作

∃ j V
a
! ( 1- #, 1]! F: Va ! (1- #, 1] ! F � g

- 1
1 ( Vj ! (1 - #, 1] )

( v#, t , l ) � ( !∃a( v#, l ) , t ) .

由于 g
- 1
1 ( Va ! (1- #, 1] ) = p

- 1
( Va) ! (1- #, 1]

在 Vj ! F 上, 作 ∃ j V
j
!F: Vj ! F � g

- 1
1 ( Vj ) 使得 ∃ j ( v, y ) = ∀j ( v, y )

注意到( v#, 1) ~  ( v#) ,即( v#, 1, y ) ~ (  ( v#) , y ) , 由(1∀1)

∃ j ( v#, 1, y ) = ( !∃a ( v#, y ) , 1) ~ � !∃a( v#, y ) ~ ∀j (  ! Id ) ( v#, y ) = ∀j (  ( v#) , y )

过渡到商空间:

∃ j : %
a ∀  - 1

( b)

Va ! (1 - #, 1] %
 
Vj ! F � g

- 1 %
a ∀  - 1

( b)

Va ! (1- #, 1] %
 
Vj

可知 ∃ j 是良定的,更进一步可证它是一个同胚.因此得引理真.

推论 � 若 A = B , �A = �B , p = q ,则可作纤维丛 g : T( � ) � T (  ) .

这里T( f ) 表示映射环, 即若f : A � A ,则将 Mf中( x , 0) 等同于A 中X 即得T( f ) (详见[ 4] [ 5] ) .

下面我们作一些代数准备(读者可参见文献[ 6] [ 7] ) :

设 R 是任何环, P( R ) 是由有限生成的投射右 R#模和R#同态构成的范畴.设 PA( R) 是一个范

畴, 它的对象是( P, f ) ,这里 P 是 P( R ) 中的对象, f ∀ AutR ( P ) . 态射 i : ( P1, f 1) � ( P2, f 2) 是一个

R 同态,使得 f 2i = if 1. 则K 1( R) 为满足以下关系的 PA( R ) 对象的同构类生成的阿贝尔群:

( a) 若 0 � ( P 2, f 2) � ( P1, f 1) � ( P0, f 0) � 0

在 PA( R) 中正合,则[ P1, f 1] ~ [ P 2+ P0, f 2+ f 0] 且

(b) [ P , gf ] ~ [ P, g ] + [ P, f ]

这里方括号指同构类.

现设 R 为带有单位元的交换环, �为一乘法群, R ( �) 为 R 上由 �生成的环,于是 P( R ( �) ) 是

R ( �) 上有限生成的右 #投射模范畴.若 %: �� AutR( R
n
) 是反同态, P ∀ P( R ( �) ) , P ∃ %R

n 是右

R ( �) #模即为P ∃ RR
n 附加数量乘法:
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( x ∃ y ) &= x& ∃ %( &) y �  & ∀ �

线性扩张之. 如果 f : P1 � P2是一个R ( �)#同态,则f ∃ Id: P1 ∃ %Rn � P2 ∃ %R
n也是R ( �) #同态,

这因为:若 ∋=  
&∀ �

r&&, r& ∀ R

(f ∃ Id) ( ( x ∃ y ) ∋) = ( f ∃ Id ) ( x∋ ∃  r&%( &) y ) = ( f ( x ) ∋ ∃  r&%( &) y )

= (f ( x ) ∃ y ) ∋= ( (f ∃ Id) ( x ∃ y ) ) ∋

引理 2 � (文献[ 6] ) 若 P ∀ P( R ( �) ) ,则 P ∃ %R
n ∀ P( R( �) ) .

一个 R
n
自同构是简单的( simple) ,如果它在 %K 1( R ) 中是零.

其中 %K 1( R ) = K 1( R ) / { & 1} .见文献[ 6] 中引理 1∀3.
引理 3 � (文献[ 6] )

(1) 若 %: �� AutR( R
n
) 是群到 AutR ( R

n
) 的反同态, 则 %诱导了一个自同态:

&%* : K 1( R( �) ) � K 1( R ( �) )

(2) 若 %: �� Sim AutR( R
n
) 为 R

n 所有简单自同构,则 %诱导了一个自同态:

%* : K 1( R ( �) ) / { & �} � K 1( R ( �) ) / { & �}

假设 �和 �# 均为乘法群, PA( R ( �) ) , P( R ( �#) ) 如上定义. ( 注: 若 G 为群, 则 Wh( G) =

K 1( Z( G ) ) / { & G} ) 见文献[ 6] 中的命题 1∀1.

引理 4 � j : � ∋ �#是群同构,则诱导同构 j * : PA ( R ( �) ) ∋ PA ( R ( �#) )

证明 � 对于  ( P , f ) ∀ PA( R ( �) ) , 因为 P 为 R( �)# 模, 对于  b ∀ �#,  p ∀ P, 定义

p ∋ b = p ∋ j - 1
( b) . 从而 P 成为一个R ( �#) #模记为P#. 容易看出 P#也为R( �#) #投射模. 定义

f#( p ∋ b) = f ( p ) ∋ b, 线性扩张得f# ∀ AutS ( P#) .显然同态 j * : ( P , f ) � ( P#, f#) 是PA( R ( �) ) 到

PA( R( �#) ) 的同构.

引理5 � (: �� �#为群同构, %: ��AutR( R
n
) , )= %(

- 1
: �# � AutR( R

n
) , 则 (* &%* = &)* (* .

如果 %: � � Sim AutR ( R
n
) ,则 ): �# � Sim AutR ( R

n
) 且 (* %* = )* (* (记号同引理 3) .

其中 (* 为由 (诱导,它分别指同构 (* : K 1( R( �) ) � K 1( R( �#) ) 和 (* : K 1( R ( �) ) / { & �} �

K 1( R( �#) ) / { & �#} .

证明 � 对于 x ∀ K 1( R ( �) ) 其表示为( P , f ) ,由定理4, 同构 (* 下( P, f )的象为( P#, f#) ,因为

P ∃ R
n 的象为P# ∃ R

n 且若 ∋=  
&
r&&, & ∀ �,则有

(* ( x ∃ y ) ∋) = (* ( x∋ ∃  
&
r&%( &) y ) = ( (( x ) (( ∋) ∃  

&
r&)(( &) y )

= (( x ) (( ∋) ∃ )(( ∋) y = ( (( x ) ∃ y ) (( ∋)

因此

(* &%* ( P , f ) = (* ( P ∃ %Rn
, f ∃ Id ) = (P# ∃ )R

n
, f# ∃ Id )

&)* (* ( P, f ) = &)* ( P#, f#) = ( P# ∃ )R
n
, f# ∃ Id)

这样我们有 (* &%* = &)* (*

因为 (保持简单自同构. 故知 (* %* = )* (*

设N 是一个拓扑空间, N上的有限相对胞腔复形是一个对子( L ,N ) , L = Ln ( Ln- 1 ( ( ( L0 =

N , L i+ 1由 L i 附贴一个胞腔得到. 一个基本塌缩和基本扩张的有限序列称为形式形变, Wh(N ) =

{ ( L , N) | L � N 是同伦等价,且( L , N ) 是有限相对胞腔复形} / ~ ,这里( K 1, N ) ~ (K 2, N) 充要条

件是相对于N K 1能形式形变成 K 2,记此等价类为[ K 1, N] 或 )( K 1, N ) . Wh(N ) = Wh( �1N) (注:

Wh( G ) = K 1( Z ( G ) ) / { & G} , G 为群) 是一个交换群.若 f : N � Y,定义 f * : Wh (N) � Wh( Y) 使
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得 f * [ L , N ] = [ L %
N
Mf , Y] . f : ( L , N) � ( J , N) 是有限相对胞腔复形间的同伦等价 f | N = Id,定

义 f 的Whitehead挠为 )(f ) = f * [ Mf , L ] ∀ Wh( J ) ,它是良定的,见文献[ 4] [ 8] .

设X 为一受有限CW 复形控制的拓扑空间, 即存在一个有限 CW 复形K 及映射 d: K � X ,

u : X � K 使得du同伦于IdX. 定义映射 ∗: X ! S
1 � X ! S

1
( S

1为圆周) , 使得 ∗( x , ei�) = ( x , e
- i�

)

显然它是一个同胚.设 +: T ( &) � X ! S
1是同伦等价,定义 ,( X ) = +* )( +

- 1 ∗+ ) ∀ Wh(X ! S
1
) ,

这里 )( +- 1 ∗+) 是同伦等价 +- 1∗+: T ( &) � T( &) 的Whitehead挠[ 4]
.

引理 6(文献[ 4] ) � ,( X ) 是良定的, 且 ,( X ) = 0 的充要条件是 X 同伦等价于某个有限 CW

复形.

另外,我们有下列函子直和分解由文献[ 5] [ 10] :

Wh(X ! S
1
) = Wh( X ) ) Nil( X ) ) Nil( X ) ) �K 0( X )

这里 Nil( X ) 表示 Nil( Z�i ( X ) )

定义 7 � 文献 [ 5] [ 11] Wall 有限阻碍 w (X ) 是 Wh(X ! S \ + 1) 分解中 ,( X ) 在

Bass#Heller#Swan映射下的象,简记此映射为 B#H#S, 它具有自然性.

如果 p : E � B 是以F为纤维型的纤维丛, A ! B 是B 的形变收缩核.易知 EA = p
- 1
( A) 是 E

的形变收缩核.

定理 8 � [ 6] 如果 F 连通,且H * ( F ; Z) 无挠,则 �1( B ) 在 H i ( F ; Z) 上的作用 %i 决定了一个

Wh( �1( B ) ) 的自同态 %i * 且 p * )#( E , EA ) =  
i

(- 1) i%i* )#( B , A) .

此处 p * 指由 p * : �1( E) � �1( B) 诱导的映射 p * : Wh( �1( E) ) � Wh( �1( B ) ) .

必须要指出的是,此处 )#( E , EA ) ∀ Wh( E) , 而 Cohen M M. 和 Ferry S. 的定义(见文献[ 4] 和

[ 9] ) 中所用的)( E, EA ) ∀ Wh( EA ) , 两定义相差一个收缩映射诱导的同构.

最后我们给出 �K 0( X ) = �K 0( Z�1( X ) ) 的定义, 如文献[ 12] [ 10] :

一般来说, 假设 −是有单位元的环,投射模群K 0 −是一个加法群,其生成元[ P] 是 −上的有限

生成投射模 P 的同构类,若[ P] , [ Q] 均为 K 0 − 中之元, 则其加法定义如下:

[ P] + [ Q] = [ P ) Q]

对于域 S ,我们可自然地定义同态 j : − � S ,于是得同态 j * : K 0 − � K 0S ∋ Z,如果 −是交换

的,则记 �K 0( − ) = ker( j * ) ( j * 的核) 它是 K 0 − 中的理想, 而且 K 0 − ∋ Z ) �K 0( − ) .

2 � 定理 A 的证明

因为 d: K � X , u: X � K , du ∗ Id .取 &= ud: K � K , �K = d
* �X , �X 1 = u

* �K .由 d 和u 分别

诱导了丛映射 �d : �K � �X 和�u : �X 1 � �K ,以及投射 q : �K � K ,  : �X 1 � X .于是有下列交换图表:

(2)

由上条件知 �X 1 和 �X 为等价丛, 于是有丛等价映射 �h : �X � �X 1 使得  �h = p . 设 �&= ( �u�h ) �d ,注意到
du ∗ Id, 因此有 �d�u�h ∗ �h 1, 其中 �h1: �X � �X 使得p�h 1= p (由同伦复盖定理即可得) ,因而 �h1是同胚

(丛映射) .于是不难修改 �h 可使得: �d�u�h ∗ Id.所以 q�&= q�u�h�d = u �h�d = up�d = udq = &q 故由引

理1不难得到存在映射 g : T( �&) � T ( &) 使其成为一个以 F 为纤维型的纤维丛.令 ++ 和++1分别为

+ 和 +- 1诱导的全空间的丛映射, 于是有下列交换图表:
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(3)

因为 +- 1 + ∗ Id , 仿前做法设 ++- 1
1 ++ ∗ Id . 又因为 + +- 1 ∗ Id(见引理 6) , 由同伦复盖性质知

++++- 1
1 ∗ h, h为 �X ! S

1 到自身的丛映射满足 ( p ! Id ) h = p ! Id 且它是同胚, 故有 ++ ∗

++( ++1 ++ ) ∗ h++ , ++++ 1 ∗ h++++1即 h ∗ h
2
,从而 h ∗ Id .由此即得 ++++ 1 ∗ Id,也就是 ++ 是一个同伦

等价,而 ++ 1是它的同伦逆.于是有: ,( �X ) = ++* )( ++ 1�∗++) = ++ * )( ,∃ ) ,其中 ,∃ = ++1�∗++ , �∗为�X !

S
1 到自身的映射满足 �∗( �x , ei�) = ( �x , e- i�

) .

由引理 1, f : M ,∃ � M ∃ 是以 F 为纤维型的纤维丛, ∃ = +- 1∗+. 映射 ∗ 如前, 易得

p#: M,∃ %
T(�&) !0

M,∃ �M
∃

%
T ( &) !0

M
∃
是以F 为纤维型的纤维丛(注意到: T ( �&) = ( p#)- 1

T( &) ) , p#| T ( �&) = g) .

又 �1(M ∃ %
T( &) !0

M ∃ ) 在H i ( F ; Z) 上的作用 %i : �1( M ∃ %
T( &) !0

M ∃ ) � Aut(H i ( F; Z) ) 诱导了自同

态 %i * : Wh( �1( M ∃ ) %
T( &) !0

M ∃ ) ) � Wh ( �1(M ∃ %
T( &) !0

M ∃ ) ) . 因为 T ( �&) , T ( &) 分别为 M,∃ %
T(�&) !0

M,∃ ,

M ∃ %
T(&) !0

M ∃ 的强形变收缩核,记这些收缩映射分别为 .和 /. 于是有 /p# = g., 即在基本群的情形

有 /* p#* = g * .* . 取 0i = %i/
- 1
* ,则 0i = �1( T ( &) ) � Aut(H i ( F ; Z) ) 就是 �1( T ( &) ) 在 H i ( F ;

Z) 上的作用. 从引理 5及文献[ 6] 定理 3∀1的证明可知:

/* %i* = 0i * /* (4)

注意到文献[ 6] 和 Cohen关于( torsion) 挠的定义的不同及其关系(前者记为 )#,后者记为 )) .

所以

g* )( ,∃ ) = /* p#* .
- 1
* ,∃ * )(M ,∃ , T ( �&) ! 0)

= /* p#* .
- 1
* )(M,∃ %

T(�&) !0
M,∃ , T ( �&) )

= /* p#* )#( M,∃ %
T(�&) !0

M,∃ , T ( �&) )

= /*  
i

(- 1) i%i * )#(M ∃ %
T( &) !0

M ∃ , T ( &) ) � � (引理8)

=  
i

(- 1) i0i * /* )#( M ∃ %
T(&) ! 0

M ∃ , T ( &) ) � � (由图表(3) )

=  
i

(- 1) i0i * )(M ∃ %
T( &) !0

M ∃ , T ( &) ) =  
i

(- 1) i0i * )( ∃ )

由引理6、图表(2) 等

( p ! Id) * ,( �X ) = ( p ! Id ) * ++ * )( ,∃ ) = +* g* )( ,∃ ) =  
i

(- 1) i+ * 0i * )( ∃ )

令 )i = 0i+
- 1
* , 则 )i : �1( X ! S

1
) � Aut (H i ( F ; Z) ) 就是 �1( X ! S

1
) 在H i ( F ; Z) 上的作用.由引理

5得 +* 0i * = )i * +* ,从而

( p ! Id ) * ,( �X ) =  
i

(- 1) i)i* + * )( ∃ ) =  
i

(- 1) i)i* ,( X )

由(B#H#S) 的自然性并注意到 �i = )i | �
1
(X )! 1 我们有

p * w ( �X ) = p * (B#H#S) ,( �X ) = ( B#H#S) ( p ! Id ) * ,( �X )

= (B#H#S)  
i

(- 1) i)i * ,( X ) =  
i

(- 1) i�i* (B#H#S) ,( X )

=  
i

(- 1) i�i * w ( X )
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这样就完成了定理A的证明.
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Wall obstruction of the total space of a fiber bundle

Tao � Zhixiong

( Department of Basic Science, Hangzhou Institute of Applied Engineering, Hangzhou 310012)

Abstract � If X is a topological space dominated by a f inite CW complex, F is connected and H * ( F ;

Z) torsion free. By using the relation between Wall obstruction and Whitehead torsion, and the relation of the

Whitehead torsions between the total space and the base space of a fiber bundle, this paper proves that the

Wall obstruction of a f iber bundle p : �X �X with fiber F satisfies: p * w( �X )=  (- 1) i�i* w (X )

Key words � Wall obstruct ion � Whitehead torsion � f ibre bundle
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