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一维搜索问题的三次 B 样条插值法
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摘  要: 基于一元三次 B 样条函数插值, 给出了一种求解一维搜索问题的新算法和数值实验结果。结果表明,新算

法能很快地求出全局最优解, 且剖分数越大, 精度越高。
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Cubic B-spline interpolation for one-dimensional search method

LU O Xu-qiong
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Abstract: Based on univariate cubic B-spline inte rpolation, a new algorithm to solve one di-

mensional search problem and the numerical results are presented in this paper . T he results show

tha t the new algorithm presented in the paper can get the optimum solution .T he more the number

of partition is, the h igher the accuracy is .
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  一维搜索是求解一个单变量函数的极小值

min
x∈ R

f ( x), 其中 f( x) 是定义在实数域上的非线性

函数。求解一维搜索问题的方法有许多, 如牛顿迭

代法
[1]

、抛物型插值法
[1]

、三次插值法
[1]

、黄金分割

算法[2] 、混沌优化法[3] 等; 此外,全局最优化问题

的 一 类 确 定 性 方 法 为 覆 盖 法 (Covering

Method)[ 4 - 5 ] , 该方法逐步地将探测出的不含全局

极小的区域删除, 直到剩余的区域足够小且含全局

极小; 以及结合界限函数和非精确搜索而得的算

法[6] , 满足一定条件时可在有限步内得到全局最优

化问题的全局最优解。插值法的思想是根据被插值

函数 f( x) 的某些节点的值, 构造一个与它近似的

函数 g( x)。在一定条件下可以期望 g( x) 的极小点

会接近于 f( x) 的极小点。

由于 B 样条函数是多项式样条函数中的一类具

有正性与局部支撑性的样条函数, 利用 B 样条函数

来表示插值样条将大大地化简计算, 而且计算的数

值稳定性也很好, 因此本文构造了一个三次 B 样条

函数 g( x) 逼近目标函数 f( x),通过求 g( x) 的极小

值来近似地逼近 f( x) 的极小值。数值结果说明该

方法可以一次性求出函数的极小值, 不要求通过迭

代, 且数值结果具有很好的逼近阶。

2  一元 B样条函数的简介

2 .1  等距剖分下一元 B样条函数的定义

等距剖分下 n阶 B 样条函数 Bn( x) 的递推定义



如下[7]
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2 .2  等距剖分下三次 B样条插值函数的构造
[8]

设 f( x) 是定义在区间[ a,b] 上的函数 f( xi ) =

f i, i = 0,1,2⋯,n, 求三次样条函数 s( x) ∈ Sp(Δ,

3), 使得

s( xi) = f i , i = 0,1,2,⋯,n, (1)

插值条件(1) 给出了 n + 1 个条件, 由于一个三次样

条函数靠 n + 3 个独立的条件来确定,所以这不足以

完全确定一个三次样条函数, 为此要根据问题要求

补充两个边界条件, 它们分别是

问题 Ⅰ  s′( x0 ) = f′0 , s′( xn) = f′( xn)。

问题 Ⅱ  s″( x0 ) = f″0 , s″( xn) = f″( xn), 或

s″( x0 ) = s″( xn ) = 0, 称为自然边界条件。

问题 Ⅲ  当 f( x) 为周期函数, 因 f( x0 ) =

f( xn), 此时 s( x0 ) = s( xn) = f( x0 ), 且 s′( x0 + 0)

= s′( x0 - 0), s″( x0 + 0) = s″( x0 - 0),这时 s( x) 称

为周期样条函数。

在[a,b] 区间上给定一个等距剖分

Δh:a = x0 < x1 < ⋯ < xn = b,

h = xi - xi - 1 =
b - a

n
,

并记外节点 x- 1 = a - h, xn+ 1 = b+ h, 对此情形, 有

一组 Sp(Δh,3) 中的三次 B 样条函数

B3 (
x - x i

h
) = B3 (

x - x0

h
- i), i = - 1,0,1,2,

⋯,n + 1, (2)

它们中的每一个在[a,b] 上都不恒等于零, 而其他

的 i 所对应的 B 样条函数, 则在[ a,b] 上恒等于零。

由于(2) 的总个数为 n + 3, 这与三次样条函数

空间的维数一致, 因此它们构成空间 Sp(Δh,3) 的

一组基底, 用这样一组三次 B 样条基函数, 可将插

值问题 Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ 的解表示为

f( x) ≈ sh( x) = ∑
n+ 1

i = - 1

ci B3
x - xi

h( )。 (3)

对此

s′h( x0 ) =
1
h∑

n+ 1

i = - 1

ci B′3 (- i) = f′0 ,

sh( xj ) = ∑
n+ 1

i = - 1

ci B3 ( j - i) = f j, j = 0,1,⋯, n,

s′h( xn) = ∑
n+ 1

i = - 1

ci B′3 (n - i) = f′n 。
{ (4)

注意到 B3 ( x) 函数值及其局部非零的性质

B3 (0) = 2
3
, B3 (±1) = 1

6
,

B3 ( x) = 0,当 x ≥ 2;

还注意到

B′3 ( x) = B2 x +
1
2( )- B2 x -

1
2( ),

B′3 (0) = 0, B′3 (±1) = ê 1
2
, B′3 ( x) = 0,( x ≥2)。

于是式(4) 的每一个方程中只有 3 个非零系数, 具

体为

- c- 1 + c1 = 2hf′0 ,

cj - 1 + 4cj + cj + 1 = 6 f j

- cn - 1 + cn+ 1 = 2 hf′n 。
{ , i = 0,1,⋯, n, (5)

将式(5) 式写成矩阵形式

Ac = f。

其中

A =

- 1 0 1

1 4 1

w w w

1 4 1

- 1 0 1
[ ], 矩阵 A为(n+ 3)阶,

f = (2h f′0 ,6 f0 ,⋯,6 f n,2 hf′n)T ,

c = (c- 1 , c0 ,⋯, cn+ 1 )
T
。
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2 .3  三次样条插值收敛性

定理  设 f( x) ∈ C4 [a,b], s( x) 为问题 Ⅰ 或

问题 Ⅱ 的三次样条函数, 则有估计式

‖ f
( k)

( x) - s
( k)

( x)‖∞ ≤ Ck ‖ f
4
( x)‖∞ h

4 - k
,

k = 0,1,2

其中 h = max
0≤ i≤ n- 1

hi, hi = x i+ 1 - xi ( i = 0,1,⋯, n -

1), C0 =
5

384
, C1 =

1
24

, C3 =
3
8
, f( x)∞ =

max
a≤ x≤ b

f( x) 。

定理证明见文献[9]。

3  算法步骤

本算法对于任意区间[a,b], 都可以求出该区

间段上在给定精度ε > 0 时的极小值点 x * 。因为

‖ f( x) - s( x)‖∞ ≤ kh
4
, k > 0 为常数, 所以为保

证三次 B样条插值函数 s( x) 在给定精度ε> 0 下很

好地逼近目标函数 f( x), 必须先通过 ah4 = ε放大

估算出步长 h, 然后利用 h = b - a
n

, 算出等距剖分

段数 n。用 MA TLAB 编程求出每一剖分段上的三

次 B样条插值函数 s( x)的表达式, 在每一段上求出

所有当 s′( x) = 0 时的点 t, 如果 s
(2 )

( t) > 0, 则 t即

为极小值点 x * 。实现步骤如下:

步骤 1  设定区间[a,b]。

步骤1  给定精度ε> 0, 计算步长 h和等距剖

分段数 n。

步骤 2  用 Ac = f 计算 c = ( c- 1 , c0 ,⋯, cn + 1 )
T
。

步骤 3  用 sh( x) = ∑
n + 1

i = - 1

ci B3 (
x - x i

h
) 计算每一

剖分段上的插值函数 sh( x)。

步骤4  求每一剖分段上的插值函数 sh( x) 的一

阶导函数 s′h( x), 并求出所有当 s′h( x) = 0 的点 t。

步骤 5  求每一剖分段上的插值函数 sh( x) 的

二阶导函数 s
(2)
h ( x), 判断步 4 中所得到的所有点 t。

如果 s
(2 )
h ( t) > 0, 则 t为极小值点 x

*
, 否则 a,b[ ]不

存在极小值点, 重复步 1 至步 5,另设一新区间[ a,

b], 在此新区间上搜索极小值。

4  数值实验与结果分析

例1: 将三次 B样条插值函数公式(3)对极小值

min
x∈ R

f ( x) = - xe- x 进行试算, 在给定区间[0,1 .5]

上, 给定精度ε,结果见表 1。由此可以看出三次 B 样

条插值逼近阶很高,误差很小, 收敛速度很快。

  表 1  三次 B 样条插值的算例

Table 1  The numerical results of cubic B-spline interpolation

步长 h
剖分段

数 n

三次 B 样

条插值 x *
精确解 x

误差 e =

| x* - x |

0 �.50 3 Ê0 Ü.998 714 0 1 
.000 000 0 1 =.3×10- 3

0 �.30 5 Ê1 Ü.000 512 9 1 
.000 000 0 5 =.1×10- 4

0 �.15 10 Ê0 Ü.999 939 3 1 
.000 000 0 6 =.1×10- 5

0 �.10 15 Ê0 Ü.999 997 8 1 
.000 000 0 2 =.2×10- 6

  例 2: 考虑全局优化问题 min f( x) = sin x +

sin(10 x/ 3), 这里 x ∈ [2 .7,7 .5]。该问题的目标函

数有三个局部极小, 其中一个为全局最小。当给定

精度ε= 10- 5 , 第一次剖分 n = 5 时, 全局最优点

x * = 5 .145 728 9, 误差 e = | x * - x | = 6 .4 ×

10
- 5
, 函数全局最优值是 f( x

*
) = - 1 .899 599 35。

5  结  语

例1、例2计算结果表明, 本文给出的方法在一

维的范围内可有效求得函数的全局最优解, 对于相

当复杂的函数, 所得结果是令人满意的, 具有一定

的实用价值。该法有如下显著特点: 可较为精确地

求得全局最优解, 在理论上可达到任意精度要求;

对于给定的区间,能一次性求出函数的全局最优解,

不需要经过迭代计算, 且精度可达 10- 4 以上。

参考文献:

[1]  唐焕文,秦学志 .实用最优化[M] .大连:大连理工大学

出版社,2004 .

[2]  宋巨龙,钱富才 .基于黄金分割的全局最优方法[ J] .计

算机工程与应用,2005(4):94-96 .

[3]  杨迪雄,李刚 .非线性函数全局最优的一种混沌化混合

算法[ J] .工程力学,2004,21(3):106-110 .

[4]  HO RST R, T UY H .Global Optimization: Determin-

istic Approaches[M] .Berlin: Springer-Ver lag, 1990 .

[5]  TO RN A, ZILINSKAS A .Global Optimization [M] .

Berlin: Springer-Ver lag, 1989 .

[6]  李博,曹圣山 .非精确搜索一维全局最优化方法[ J] .青

岛海洋大学学报,1999,29(3):519-524 .

[7]  崔锦泰 .多元样条理论与应用[M] .西安:西安交通大

学出版社,1991 .

[8]  傅凯新,黄云清,舒适 .数值计算方法[M] .长沙:湖南

科学技术出版社,2002 .

[9]  关治,陆金甫 .数值分析基础[M] .北京:高等教育出版

社,1998 .

3第 1 期 罗煦琼:一维搜索问题的三次 B 样条插值法


