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具比例依赖和时滞的非自治捕食系统的正周期解
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摘 　要 ：利用重合度理论中的延拓定理 ，研究了一类具比例依赖和在功能性反应过程中的具时滞现象的非自治捕食

周期系统 ，获得了正周期解的存在性 。
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Positive periodic solution to nonautonomous predator‐prey
system with ratio‐dependence
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Abstract ：Using a continuation theorem based on coincidence degree theory ，we investigated a
nonautonomous predater‐prey periodic system with ratio‐dependence and time delay during the
process of the functional response and obtained existence of positive periodic solution ．
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　 　捕食者‐食饵系统在生态学中具有重要意义 ，因

而近几年来受到了生物学家和数学家们的广泛关

注 ，尤其是对具功能性反应的生态系统的研究 。他

们利用 Mawhin 重合度理论 ，做了很多有意义的

工作［１‐６］
。

本文在文献［１］中模型（３ ．６）的基础上 ，同样利

用 Mawhin重合度理论研究了周期系数具比例依赖
和时滞的非自治捕食系统 ：

x１′ ＝ r１ （t）x１ １ －
x１ ＋ x２
k（t） － y c１ （t）x２１

（b（t） ＋ a（t）y ＋ x１ ＋ m（t）x２ ）（x１ ＋ m（t）x２ ）

x２′ ＝ r２ （t）x２ １ －
x１ ＋ x２
k（t） － y c２ （t）m２

（t）x２２
（b（t） ＋ a（t）y ＋ x１ ＋ m（t）x２ ）（x１ ＋ m（t）x２ ）

y′ ＝ y － d（t） ＋
e１ （t）c１ （t）x２１ （t － τ）

（b（t） ＋ a（t）y（t － τ） ＋ x１ （t － τ） ＋ m（t）x２ （t － τ））（x１ （t － τ） ＋ m（t）x２ （t － τ））

　 　 ＋ e２ （t）c２ （t）m２
（t）x２２ （t － τ）

（b（t） ＋ a（t）y（t － τ） ＋ x１ （t － τ） ＋ m（t）x２ （t － τ））（x１ （t － τ） ＋ m（t）x２ （t － τ））

（１）



其中 x１ （t）和 x２ （t）表示两食饵种群在 t时刻的密
度 ，y（t）表示捕食种群在 t时刻的密度 a（t） ，b（t） ，

ci （t） ，d（t） ，ei （t） ，k（t） ，m（t） ，ri （t）（i ＝ １ ，２） 为 ［０ ，

＋ ∞ ）上的连续的严格正函数 ，且具有正的上 、下

界 ，τ为正常数 ，得到了正周期解的存在性 。

关于系统（１）的生态学意义可以参看文献［１］ 。

文献［１］中作者对种群数学模型的基本性质进行了

介绍 ，提出了一个具比例依赖的自治系统 ，然而由于

时滞现象在自然界时常有发生 ，故而本文的系统（１）

延拓了文献［１］中模型（３ ．６） 。

1 　 预备知识

首先引入重合度中的延拓定理 。

设 X ，Z为２个Banach空间 ，L ：DomL 炒 X → Z是
线性映射 ，N ：X → Z是连续映射 。如果 dimKerL ＝

Co dim Im L ＜ ＋ ∞ 且 Im L是 Z中的闭子集 ，则称映

射 L为指标为零的 Fredholm映射 。

如果 L是指标为零的 FredhoIm映射且存在连续
投影映射 P ：X → X以及 Q ：Z → Z使得 ImP ＝ KerL ，

ImL ＝ KerQ ＝ Im（I － Q） ，则 L | DomL ∩ KerP ：（I －
P）X → ImL可逆 ，设其逆映射为 Kp ，设 Ω为 X中的有
界开集 ，如果QN（珚Ω）有界且 Kp （I － Q）N ：珚Ω → X是紧
的 ，则称 N在 珚Ω上是 L‐紧的 。由于 ImQ与KerL同构 ，

因而存在同构映射 J ：ImQ → KerL 。
引理 1（Mawhin延拓定理）

［７］
　 设 L 是一个指

标为零的 Fredholm映射 ，N ：珚Ω → Z在 珚Ω 上是 L‐紧
的 ，其中 Ω 炒 X为非空有界开集 ，假设 ：

（a）对任意的 x ∈ 抄 Ω ∩ Dom L ，有 Lx ≠ λNx ，

λ ∈ （０ ，１） ；

（b）对任意的 x ∈ KerL ∩ 抄 Ω ，QN x ≠ ０ ；

（c） deg（ JQN ，Ω ∩ KerL ，０） ≠ ０ 。

则抽象方程 Lx ＝ Nx 在 DomL ∩ 珚Ω内至少存

在一个解 。

　 　 为了讨论方便 ，对连续的正 ω‐周期函数 g（t） ，

引入记号

珚g 扯
１
ω∫

ω

０
g（t）d t ，

gL 扯 inf
t ∈ ［０ ，ω］

｛g（t）｝ ，

gM 扯 sup
t ∈ ［０ ，ω］

｛g（t）｝

2 　 正周期解的存在性
定理 1 　 设系统（１）的系数函数满足下列条件 ：

　 　 T１ ：r１ KL
－ rM１ A －

c１
a K L

＞ ０ ；

　 　 T２ ：r２ KL
－ rM２ A －

c２ m
a K L

＞ ０ ；

　 　 T３ ：eL２ cL２ （mL
）
２ ed２ － h

２ －

d（１ ＋ mM
）（bM ＋ eR１ ＋ mMeR２ ） ＞ ０ ；

　 　 T４ ：eL１ cL１ ed１ － h１ －

d（１ ＋ mM
）（bM ＋ eR１ ＋ mMeR２ ） ＞ ０ ，

其中A ＝ max rM１ KM

rL１ ，
rM２ KM

rL２ ，

R１ ＝ max｛Ln | A | ＋ h１ ，| d１ | ＋ h１ ｝ ，

R２ ＝ max｛Ln | A | ＋ h２ ，| d２ | ＋ h２ ｝ ，

h１ ＝ ２ r１ ω ，

h２ ＝ ２ r２ ω ，

d１ ＝ ln ω r１ kL － ωrM１ A － ω
c１
a kL

rM１ ，

d２ ＝ ln ω r２ kL － ωrM２ A － ω
c２ m
a kL

rM２
则系统（１）至少存在一个正的 ω‐周期解 。

证明 　作变换

xi （t） ＝ exp［ui （t）］ ，

y（t） ＝ exp［v（t）］ ，（i ＝ １ ，２） ， （２）

则系统（１）转化为

　

du１ （t）d t ＝ r１ （t） １ －
eu１ （ t） ＋ eu２ （ t）

k（t） － ev（ t） c１ （t）eu１ （ t）
（b（t） ＋ a（t）ev（ t） ＋ eu１ （ t） ＋ m（t）eu２ （ t） ）（eu１ （ t） ＋ m（t）eu２ （ t） ）

du２ （t）d t ＝ r２ （t） １ －
eu１ （ t） ＋ eu２ （ t）

k（t） － ev（ t） c２ （t）m２
（t）eu２ （ t）

（b（t） ＋ a（t）ev（ t） ＋ eu１ （ t） ＋ m（t）eu２ （ t） ）（eu１ （ t） ＋ m（t）eu２ （ t） ）
dvd t ＝ － d（t） ＋

e１ （t）c１ （t）e２ u１ （ t－ τ）
（b（t） ＋ a（t）ev（ t－ τ） ＋ eu１ （ t－ τ） ＋ m（t）eu２ （ t－ τ） ）（eu１ （ t－ τ） ＋ m（t）eu２ （ t－ τ） ） ＋

　 　
e２ （t）c２ （t）m２

（t）e２ u２ （ t－ τ）
（b（t） ＋ a（t）ev（ t－ τ） ＋ eu１ （ t－ τ） ＋ m（t）eu２ （ t－ τ） ）（eu１ （ t－ τ） ＋ m（t）eu２ （ t－ τ） ）

。（３）

　 　 显然 ，如果系统（３）有一个 ω‐周期解 （u倡
１ （t） ，

u倡
２ （t） ，v 倡

（t））T ，那么 （x 倡
１ （t） ，x 倡

２ （t） ，y 倡
（t））T ＝

（exp｛u倡
１ （t）｝ ，exp｛u倡

２ （t）｝ ，exp｛v 倡
（t）｝）T 就是系统

（１）的一个 ω‐周期解 。所以只需证明系统（３）有一
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个 ω‐周期解 。设

X ＝ Z ＝ ｛（u１ （t） ，u２ （t） ，v（t））T ∈ C（R ，R３
） | ui （t ＋

　 　 ω） ＝ ui （t） ，v（t ＋ ω） ＝ v（t））（i ＝ １ ，２）｝

‖ （u１ （t） ，u２ （t） ，v（t））T ‖ ＝ ∑
２

i ＝ １

max
t ∈ ［０ ，ω］

| ui （t） | ＋

max
t ∈ ［０ ，ω］

| v（t） | ，则 X ，Z在 ‖ · ‖ 下成为Banach空间 。

令 L ：DomL ∩ X → Z ，L（u１ （t） ，u２ （t） ，v（t））T ＝

du１ （t）d t ，
du２ （t）d t ，

dv（t）d t
T

其中 Dom L ＝ ｛（u１ （t） ，u２ （t） ，v（t））T ∈ C１
（R ，

R３
）｝ ；N ：X → X ；

N
u１
u２
v

＝

r１ （t） １ －
eu１ （ t） ＋ eu２ （ t）

k（t） －
c１ （t）eu１ （ t）ev（ t）

（b（t） ＋ a（t）ev（ t） ＋ eu１ （ t） ＋ m（t）eu２ （ t） ）（eu１ （ t） ＋ m（t）eu２ （ t） ）
r２ （t） １ －

eu１ （ t） ＋ eu２ （ t）
k（t） －

c２ （t）m２
（t）eu２ （ t）ev（ t）

（b（t） ＋ a（t）ev（ t） ＋ eu１ （ t） ＋ m（t）eu２ （ t） ）（eu１ （ t） ＋ m（t）eu２ （ t） ）
－ d（t） ＋

e１ （t）c１ （t）e２ u１ （ t－ τ）
（b（t） ＋ a（t）ev（ t－ τ） ＋ eu１ （ t－ τ） ＋ m（t）eu２ （ t－ τ） ）（eu１ （ t－ τ） ＋ m（t）eu２ （ t－ τ） ） ＋

　 　 　 　
e２ （t）c２ （t）m２

（t）e２ u２ （ t－ τ）
（b（t） ＋ a（t）ev（ t－ τ） ＋ eu１ （ t－ τ） ＋ m（t）eu２ （ t－ τ） ）（eu１ （ t－ τ） ＋ m（t）eu２ （ t－ τ） ）

＝

N１ （t）
N２ （t）
N３ （t）

　 　 定义映射 P和 Q分别为 ：

　 P（u１ ，u２ ，v）T ＝ Q（u１ ，u２ ，v）T ＝

　 　 　
１
ω∫

ω

０
u１ （t）d t ，１

ω∫
ω

０
u２ （t）d t ，１

ω∫
ω

０
v（t）d t T

（u１ ，u２ ，v）T ∈ X ＝ Z ，则

Ker L ＝ ｛（u１ ，u２ ，v）T ∈ X | （u１ ，u２ ，v）T ＝ （u０１ ，

u０２ ，v０ ）T ∈ R３
｝ ，

　 　 　 Im L ＝ ｛（u１ ，u２ ，v）T ∈ Z |∫
ω

０
ui （t）d t ＝ ０ ，

∫
ω

０
v（t）d t ＝ ０（i ＝ １ ，２）｝

于是 dimKer L ＝ Co dim Im L ，由于 Im L是Z中
的闭子集 ，故 L是指标为零的 Fredholm 算子 。易证

P ，Q是连续投影算子 ，且使得 Im P ＝ KerL ，Im L ＝

KerQ ＝ Im（I － Q） ，因此 L 的逆映射 K p ：Im L →

Ker P ∩ Dom L 存在 ，且 K p （u） ＝ ∫
t

０
u（s）ds －

１
ω∫

ω

０∫
t

０
u（s）dsd t ，其中 u ＝ （u１ ，u２ ，v）T 。QN ：X → Z

和 K p （I － Q）N ：X → X分别为 ：

QNu ＝ （
１
ω∫

ω

０
N１ （t）dt ，１

ω∫
ω

０
N２ （t）dt ，１

ω∫
ω

０
N３ （t）dt）T

Kp （I － Q）Nu ＝

∫
t

０
N１ （s）ds

∫
t

０
N２ （s）ds

∫
t

０
N３ （s）ds

－

１
ω∫

ω

０∫
t

０
N１ （s）dsdt

１
ω∫

ω

０∫
t

０
N２ （s）dsdt

１
ω∫

ω

０∫
t

０
N３ （s）dsdt

－

t
ω

－
１
２

∫
ω

０
N１ （s）ds

∫
ω

０
N２ （s）ds

∫
ω

０
N３ （s）ds）

利用 Lebesgue 收敛定理可以证明 QN 和
K p （I － Q）N是连续的 ，利用 Arzela‐Ascoli定理不
难证明对任意开的有界子集 Ω 炒 X ，QN （珚Ω） 及

K p （I － Q）N（珚Ω）是紧的 ，因此 N在 珚Ω上是 L‐紧的 。

对应于算子方程 Lu ＝ λNu ，λ ∈ （０ ，１）有

du１ （t）d t ＝ λN１ （t） ，

du２ （t）d t ＝ λN２ （t） ，

dv（t）d t ＝ λN３ （t） 。 （４）

经推理有 ：

max
t∈ ［０ ，ω］

| u１ （t） | ＜ max｛ | lnA | ≥ ＋ h１ ，| d１ | ＋ h１ ｝ 扯 R１ ；

max
t ∈ ［０ ，ω］

| u２ （t） | ＜ max｛ | lnA | ＋ h２ ，| d２ | ＋ h２ ｝ 扯 R２ ；

max
t ∈ ［０ ，ω］

| v（t） | ＜ max｛ | ln p | ＋ h３ ，| lnq | ＋ h３ ｝ 扯 R３ 。

显然 R１ ，R２ ，R３ 与 λ无关 。

对于 R３ 中的常值向量 u ＝ （u１ ，u２ ，v）T ，利用积

分中值定理知 ，存在 θ１ ，θ２ ，δ１ ， δ２ ∈ ［０ ，ω］ ，使得

QNu ＝ （S１ （u） ＋ W １ （u） ，S２ （u） ＋ W ２ （u） ，S３ （u） ＋

W ３ （u））T ，其中

S１ （u） ＝ 珔r１ －
r１
k eu１ ；

S２ （u） ＝ 珔r２ －
r２
k eu２ ；

S３ ＝ － d３ ＋

　
e１ c１e２u１

（b（δ１ ） ＋ a（δ１ ）ev ＋ eu１ ＋ m（δ１ ）eu２ ）（eu１ ＋ m（δ１ ）eu２ ） ；
W １ （u） ＝ －

r１
k eu２ －

　
c１eu１ ev

（b（θ１ ） ＋ a（θ１ ）ev ＋ eu１ ＋ m（θ１ ）eu２ ）（eu１ ＋ m（θ１ ）eu２ ） ；
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W ２ （u） ＝ － （
r２
k ）eu１ －

　
c２ m２eu２ ev

（b（θ２ ） ＋ a（θ２ ）ev ＋ eu１ ＋ m（θ２ ）eu２ ）（eu１ ＋ m（θ２ ）eu２ ） ；
W ３ ＝

　
e２ c２m２e２u２

（b（δ２ ） ＋ a（δ２ ）ev ＋ eu１ ＋ m（δ２ ）eu２ ）（eu１ ＋ m（δ２ ）eu２ ）。
令 K ＝ R１ ＋ R２ ＋ R３ ＋ R０ ，取 R０ 充分大使得

QNu ＝ ０的每一个正解 （u倡
１ ，u倡

２ ，v 倡 ）T ∈ R３
＋ 满足

‖ （u倡
１ ，u倡

２ ，v 倡 ）T ‖ ＝ | u倡
１ | ＋ | u倡

２ | ＋ | v 倡 | ＜ K | 。
令 Ω ＝ ｛u ＝ （u１ （t） ，u２ （t） ，v（t））T ∈ X ‖ u‖ ＜ K｝ ，

此时引理 １的条件（a）满足。

当 u ∈ 抄 Ω ∩ KerL ＝ 抄 Ω ∩ R３ 时 ，u是 R３ 中的

一个常值向量 ，且 ‖ u ‖ ＝ K ，于是 QNu ≠ ０ ，此时

引理 １的条件（b）满足 。

构造同伦映射 ：

φ ：DomL × ［０ ，１］ → X ，φ（u ，λ） ＝ （s１ （u） ，s２ （u） ，

s３ （u））T ＋ λ（w１ （u） ，w２ （u） ，w３ （u））T

其中 λ ∈ ［０ ，１］ ，常值向量 u ∈ 抄 Ω ∩ KerL ＝ 抄 Ω ∩

R３
，且 ‖ u ‖ ＝ K 。当 u ∈ 抄 Ω ∩ KerL ＝ 抄 Ω ∩ R３时 ，

必有 φ（u ，λ） ≠ ０ 。易知方程 QNu ＝ φ（u ，０） ＝ ０有唯

一解 。不妨记为（u倡
１ ，u倡

２ ，v 倡
）
T
，可取 J为恒同映射 ，

即 J ＝ I ：lm L → Ker L ，则有 JQNu ＝ QNu ＝ ０有

唯一解（u倡
１ ，u倡

２ ，v 倡
）
T
。由 Brower 度的同伦不变性

可得 ：

　 　 deg（JQNu ，Ω ∩ KerL ，０） ＝ deg（φ（u ，１） ，Ω ∩ KerL ，０） ＝ deg（φ（u ，０） ，Ω ∩ KerL ，０） ＝

　 　 sgn det
－

r１
k eu

倡
１ ０ ０

０ －
r２
k eu

倡
２ ０

２ e１ c１ u２ u
倡
１ E － e１ c１ e３ u 倡１ G
E２

－ e１ c１ m（δ１ ）e２ u 倡１ eu 倡２
E２

－ e１ c１ a（δ１ ）e２ u 倡１ ev 倡 F
E２

＝ － １ ≠ ０ 。

其中 ：

　 E ＝ （b（δ１ ） ＋ a（δ１ ）ev 倡 ＋ eu 倡１ ＋ m（δ１ ）eu 倡２ ）（eu 倡１ ＋

m（δ１ ）eu 倡２ ） ，F ＝ eu 倡１ ＋ m（δ１ ）eu 倡２ ，

　 G ＝ （b（δ１ ） ＋ a（δ１ ）ev 倡 ＋ ２eu 倡１ ＋ ２m（δ１ ）eu 倡２ ） 。

此时引理 １的条件（c）满足 。

根据引理 １（Mawhin 延拓定理）可知 L x ＝ Nx
在 Dom L ∩ 珚Ω内至少存在一个解 ，即系统（３）在 珚Ω中

至少存在一个 ω‐周期解 ，从而系统（１）至少存在一

个正的 ω‐周期解 。证毕 。

3 　结 　语

本文已证明了系统（１）的正周期解的存在性 ，但

关于系统（１）的一致持久性和全局渐进稳定性 ，目前

还没有解决 ，这正是笔者下一步需要做的工作 。
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