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一个游戏问题的推广与数学建模

胡英武
（金华职业技术学院 师范学院 ，浙江 金华 ３２１０１７）

摘 　要 ：对一个数学游戏问题进行了一般性推广 ，运用有限域上线性方程组的理论 ，研究了该问题的操作可行性判

定方法与最优策略 ，给出了数学模型 ，并对模型进行了评价 。
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Popularization and mathematical modeling of a game question

HU Ying‐wu
（Normal School ，Jinhua College of Profession and Technology ，Jinhua ３２１０１７ ，China）

Abstract ：We popularize a question of mathematical game with generality and apply the theory
of linear systems of equations on finite field to study the question on how to judge the operational
feasibility and its best strategy ．The mathematical model is established and the evaluation to it is
also made ．
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　 　 在 ２００９年浙江省公务员录用考试的行政职业

能力测验试卷中有这样一个考题 ：现有 ６ 个一元面

值硬币正面朝上放在桌子上 ，你可以每次翻转 ５ 个

硬币（必须翻转 ５个） ，问最少经过几次翻转可以使

这 ６个硬币全部反面朝上 ？经过简单的尝试可知至

少翻转 ６次 。现在考虑一般情形 ：现有 n个一元面值
硬币放在桌子上（每个硬币要么正面朝上 ，要么反面

朝上） ，你可以每次翻转 m个硬币（必须翻转 m个 ，

m ＜ n ，m不整除 n） ，问经有限次翻转可否使这 n个
硬币全部反面朝上 ？若可以 ，则求出最优翻转策略 ；

若不行 ，给出理由 。

本文利用有限域上的线性空间理论 ，研究了 n
个一元硬币从任一初始状态能否经有限次翻转变成

终止状态的操作可行性判定方法 ，以及操作可行时

的最优策略 ，将该问题归结为有限域上线性方程组

解的存在性问题 。

1 　 模型的建立

定义 1 　 若 aij ∈ ｛０ ，１｝ ，则称矩阵 Am× n ＝ （aij ）
为 m × n阶的二进制矩阵［１］

。特别地 ，１ × n阶的二进



制矩阵称为 n维二进制向量 。

若用 ０代表硬币正面朝上 ，１ 代表反面朝上 ，并

且将硬币按 １ ，２ ，⋯ ，n进行编号 ，则 n个硬币的任一
状态对应于一个 n维的二进制向量 S ＝ （s１ ，s２ ，⋯ ，

sn） ，si ∈ ｛０ ，１｝ ，i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n ，称此向量 S为硬币的
状态向量 。

若记 k ＝ Cm
n ，则从 n个硬币中每次选取 m个翻

转的种数为 k 。每一次翻转都与一个 m个分量为 １ ，

（n － m）个分量为 ０的 n维二进制向量 Li ＝ （a１ ，a２ ，

⋯ ，an ） ，（i ＝ １ ，２ ，⋯ ，k）相对应 ，分量为 １的硬币翻

动 ，分量为 ０的硬币不翻动 。

定义 2 　 称上述 n维二进制向量 Li ＝ （a１ ，a２ ，

⋯ ，an ） ，（i ＝ １ ，２ ，⋯ ，k）为第 i种翻转m个硬币的初
始控制向量 。

称由初始控制向量 Li 为行向量构成的二进制

矩阵 A为初始控制矩阵 。

定义3 　 设 F２ ＝ ｛０ ，１｝ ，F２上定义四则运算 ，其

运算法则如下 ：

磑 ０ z１ 揪

０ 6０ z１ 揪

１ 6１ z０ 揪

　 　

－ ０ ゥ１  

０ +０ ゥ１  

１ +１ ゥ０  

磗 ０ z１ 揪

０ 6０ z０ 揪

１ 6０ z１ 揪

　 　

÷ ０ 妸１  

０  无意义 ０  

１  无意义 １  
显然 ，F２ ＝ ｛０ ，１｝对于上述运算构成一个域（称

此域为二元有限域） 。

定义 4 　 设 V１ ＝ （b１ ，b２ ，⋯ ，bn ） ，V２ ＝ （c１ ，c２ ，

⋯ ，cn）是２个 n维二进制向量 ，定义V１ ＋ V２ ＝ （b１ 磑

c１ ，b２ 磑 c２ ，⋯ ，bn 磑 cn ） ，称此运算为 n维二进制向量
加法 。k ∈ F２ ，定义 k·V１ ＝ （k 磗 b１ ，k 磗 b２ ，⋯ ，k 磗

bn ） ，称此运算为 n维二进制向量数乘 。

显然 ，对于这样定义的 n维二进制向量的加法
与数乘 ，有 ：

定理 1［２］
　 设V是所有 n维二进制向量组成的

集合 ，F２ ＝ ｛０ ，１｝ ，则对于 n维二进制向量的加法与
数乘 ，V是数域 F２ 上的向量空间 。

对于 n个硬币的某一状态S j ，在实施第 i种翻转
后 ，转移到另一种状态 Si 这一过程可表为 ：

Si ＝ Sj ＋ １ · Li
又由“＋ ，磑 ”的运算性质有 ：１ · Li ＋ １ · Li ＝ O

可知 ，实施第 i种翻转 ２次或偶数次 ，此操作的作用

将抵消 ，为使翻转次数尽可能少 ，这种重复操作应取

消 。因此 ，在任何一种翻转最多实施一次的条件下寻

找最优策略 。

到此 ，笔者给出该问题的数学模型如下 ：

已知 n个硬币的初始状态向量 S０ ，终止状态向

量 S１ 和初始控制矩阵 A 。通过翻转能否将 S０ 变成 S１
的可行性判别方法与最优策略归结为有限域 F２ 上

方程组解的存在问题 。

即 ，是否存在

X ＝ （x１ ，x２ ，⋯ ，xk ）T ，xi ∈ F２ ，（i ＝ １ ，２ ，⋯ ，k）
使

S０ ＋ x１ · L１ ＋ x２ · L２ ＋ ⋯ ＋ xk · Lk ＝ S１ （１）

也即

AT X ＝ （S０ ＋ S１ ）T （２）

如果存在这样的 X ，那么经有限次翻转可使 n
个硬币从 S０ 变到 S１ ，由解中等于 １的 xi所对应的Li

即可得翻转策略 ，解中 １的个数就是最少翻转次数 。

否则 ，不能 。

2 　 模型的求解

这样就将问题转化成了线性方程组（２）的求解

问题 。由 F２ 上的线性方程组解的存在性理论［３］判定

方程组（２）解的存在问题 ，若方程组（２）有解 ，则用

初等行变换法求出解 。

定义 5 　 将初始控制矩阵 A的第 i行加到（按 n
维二进制向量加法）第 j行 ，称这种变换为二进制矩

阵的复合变换 ，记为 Lj ＋ Li 。初始控制矩阵A经过一
系列复合变换得到的最简阶梯型矩阵 Q称为A的最
终效果矩阵 。

定理2［２］
　 设 α１ ，α２ ，⋯ αr是 r个线性无关的n维

二进制向量 ，则由 α１ ，α２ ，⋯ αr 生成的子空间 V（α１ ，

α２ ，⋯ αr ）总共含有 ２
r 个不同的向量 。

推论 　 如果初始控制矩阵 A的秩为 r ，则
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１）经有限次翻转可使 n个硬币达到 ２
r 种不同

的状态 ，反之亦然 。

２）经有限次翻转可使 n个硬币达到所有可能

状态的２
r

２
n 。特别地 ，当且仅当 r ＝ n时 ，对任一给定初

始状态可以达到任意终止状态 。

推论说明 ，n个硬币所能达到的状态由初始控
制矩阵 A的秩唯一决定 。

定理 3［２］
　 设初始控制阵 A的秩为 r ，Q是初始

控制阵 A的最终效果矩阵 ，S０ ，S１ 分别为 n个硬币的
初始状态向量和终止状态向量 ，Q１ ，Q２ ，⋯ ，Qr 是最

终效果矩阵 Q的非零行向量 ，则游戏可从初始状态

S０ 变到终止状态 S１ 的充分必要条件为 ：存在 xi ∈

F２ （i ＝ １ ，２ ，⋯ ，r） ，使

S０ ＋ S１ ＝ x１ · Q１ ＋ x２ · Q２ ＋ ⋯ ＋ xr · Qr

下面给出原问题的可行性判别与求解方法 。

１）通过一系列复合变换将初始控制阵 A变为
最终效果阵Q ，于是得到最终效果阵Q的 r个非零行
向量 Q１ ，Q２ ，⋯ ，Qr 。

２）令

S０ ＋ S１ ＝ x１ · Q１ ＋ x２ · Q２ ＋ ⋯ ＋ xr · Qr

若此组合式有解 ，则 n个硬币能从初始状态 S０ 变成

终止状态 S１ ；否则 ，不能 。

３）如果 n个硬币能从初始状态 S０ 变成终止状

态 S１ ，则根据步骤２）的解中等于１的 xi所对应的Qi

即可得翻转策略 。

3 　 模型评价

该模型可用于解决类似的状态控制问题（如文

献［１］） ，方法上易于推广 。

模型的缺点是如果控制矩阵 A的阶较大 ，那么

求最终效果阵 Q及解组合式
S０ ＋ S１ ＝ x１ · Q１ ＋ x２ · Q２ ＋ ⋯ ＋ xr · Qr

的过程比较繁琐 。
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