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要!有时求多元函数极限会出现一些低级错误$这些错误学生稍不留意就会被误导而不自知$而引起这些错

误的主要原因是缩小了函数的定义域%为此$列举了一些错误做法$并给出了正确的做法%进而提供了一些结

论$如果教科书罗列这些结论$那么这些本不合理的做法将成为合理的便利的做法%
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求多元函数的极限要比求一元函数的极限复杂很多$常用的做法是把问题转化为一元函数的极限$

因为一元函数求极限有反复介绍和使用的工具和方法$其中二元函数极限是大一学生必学的高等数学内

容$学过高等数学的都知道一元函数极限中最值得研究$也是最令人感兴趣之一的问题是无穷小之比的

极限$其实多元函数也是如此%但是$如果不小心$那么在求这一类多元函数的极限时就会犯一些低级的

错误%譬如$在极限的运算过程中缩小了函数的定义范围$这样求出的极限只是函数在较小范围内的极



限$虽然求出的极限可能是正确的$但这样的求极限方法是有问题的%如果这些错误在考试中出现$对学

生成绩会造成负面影响$在文献*

%

+中也有过关于这方面的一些讨论%笔者注意到$一般教材都避开讨论

这类二元函数无穷小之比的极限问题$即使是著名的菲赫金哥尔茨的0微积分学教程1

*

!

+也没有这样的例

子$而吉米多维奇的0数学分析习题集1

*

B

+也很少有这样的习题%笔者尝试做一些简单的探讨$试图来修

正这些做法$给出
!

个定理$在它们的帮助下$这些常见的错误做法求出的极限就有了依据$成为正确的

答案%同时$在不增加结论的基础上也给出一些正确的做法%
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"不符合原来的定义域$即缩小了原来的定义域%

8

!

错误的纠正和一些结论

从上面的例子看出$错误的源头在于缩小了原来的定义域%值得指出的是$不能认为
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是合理的做法$或者替代的做法%事实上$其错误和式!
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"是一样的%一般而言$如果极限在更

大的范围里存在$那么$在更小的范围里所求的极限也是这个值%但如果求极限是在较小的范围里面得

到的$那么这个极限就不能作为更大的范围的结果使用$换言之$求极限的方法有问题*
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例
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的第一个错误是比较常见的$似乎顺理成章地使用了一元函数的求极限方法%但由于原先极限
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+

!

,

以后缩小了
+

$

,

的取值范围$即
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都不能取坐标轴上的点%因

此$该做法不可取%但这样的做法在有些教材中出现$更多的在解答书中看到$也就是一不小心忽视了函

数的定义域%其根源还是在于求一元函数的极限时经常使用一个无穷小再除以一个无穷小$但这种等价

无穷小替代定理*
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+要求分子分母都是无穷小的%有些学生经常不管分母是否是无穷小都在使用这个等

价无穷小替代定理$甚至在一元函数求极限的时候有时也使用%
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题的正确做法应该是&
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这样就完成了定理的证明%

这个定理也可以推广到更一般的情形$即&
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个定理说明了例
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中的做法如果以这两个定理之一作为铺垫$那么就合理了$所以$建议教材

列入这两个定理之一$否则就会有概念混乱的现象$或者在教材中避谈这一类的极限$但这是极限理论的

一个缺憾%将一元函数的等价无穷小替代使用到求二元函数极限中$这是非常便利的做法$如果避开这

种方法$这类问题可能只能使用函数极限的夹逼准则或者极限的
.
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+语言了$而这是工科学生的弱项%

使用这两种方法$一般没有固定的做法%
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